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cAprToLUL r. MULTTMT $t ELEMENTE DE TOGICA
MATEMATICA

1.1. Multimea numerelor reale

*,,:rmKff*curtat
o(atb)' = o' +2ab +b2

o (a t b)' = o' t3a2b +3ab2 rb3

. o2 -b2 =(a-O)(a+b)

.o1 -b3 =(a-\(az +ab+b2)

. o3 + b3 =(o + o)(a2 - ab + b2)

oan -bn =(a-O)(a'-t *on-26+...+D'-l), Vn eN, n)l
. an + bn = (a + \(a'-r - a'-2b + ...+ b'-r), vr.2N + I

t(a+b+c)z =a2 +b2 +c2 +2ab+2bc+2ac

.a3 +b3 +c3 *3obc=(a+o+c)(oz +b2 +c2 -ab-bc-ac) sal

o a3 + b3 + c3 - 3abc = (a + u * 
")+. (tr - 

t)' + (u - ")2 
* (" - Q');

o a3 + b3 + c3 -3abc = (a + o + c)(@ + b + c)2 4(ab + u" + o"));

.o3 +b3 +c3 =(a+b+")3 -l1o+b)(b+c)(c+a).

Modulul (sau valoarea absoluti a) unui numlr realr

E ={:;, ffi ;1 qi| r1x) = {3/;,:ffi ^91;:0, 
p"nn orice expres ie E(x),xe rR.

. lrl> 0, vx e IR; 
Propriettrfi ale modulului

o lxl=0<+x=0;
o lxl=ltle *=xy;
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.lrf .r, c>0<+ xe(-c;c);

. lrlr", c>0<+xe (*;-c)u(c;-);

. ll,l-lyll < l,tyl <l,l +l/;

.lr.yl=lrl.lrl;

'l;l=]$,,.,'
a+b-la-bl a+b+la-bl

o min(a,D)=-- 9i max(a,b)=---

Portea intreagl a unui numlr real x este cel mai mare num[r intreg cel mult egal cu

numlru] x gi se noteazd [x]. Partea fractionarl a lui x: se noteaz[ {r} Si {r} = , - [r] .

Propriettrfi

o[x]=xexeZ;
o{x} =O e xeZ;
olm+xl=m+lxl,VmeZ;
o{m+ x}={x}, YmeZ;

r x-lo [r]< x < [x]+[
.1r1*[,*!].....[r. +)=[*], vze N*, n22 (Hermite).

Inegalitlfi remarcabile

o Dac[ a.b>0, atunci t**rr.
. x.y=@*d) ,vx,yetR;

. *2 + y2 + ,2 > ry + )rz + d, Vx,y,ze IR.;

. 3. (ry + w + zx) 
=(x 

+ y + r)2 <3.(*2 + y2 * r').

r"0.,*",lXx'#1i;Til*!.{i111r",,,,,,,

min(a1) 3 m1 3 m, 3 m, 3 m o Smax(a1), unde
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*n =#, (media armonic[),
yr
//-
k=luk

f"
*r = flflor (media geometrictr),

Y t=t

i,o
*o = 

k=7 (media aritmetic[),
n

l, o,-2

*, = le- (media prtraticl).

Inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwarz

(arh + azb. + ... + anb,)z < (al + ... + o,\. (bl + ... + bn2 1 * [i r,4 l' =fo,''iu,'\i=t ) i=t i=l

Inegalitatea lui Minkovski

,Ji *i *JW
Inegalitatea lui Ceblgev

Dacd (ap)*., , (Do )*r, sunt doul qiruri la fel ordonate, atunci

nnn
Zoo.Zto <n.l(a1,.bp),
k=l k=l k=l

iar dacl (a1), (D1) sunt doul giruri invers ordonate, atunci

nnn
Zoo.Zuo>n.l(a6.b1,).
k=r k=l k=l

Inegalitatea lui Bernoulli

(t+a)' >l+ra, Vd, relR., a)-1, r)0

(*+ y)2 +(a+b\2



Exercilii Si probleme de consolidare

l. Stabiliti care dintre urmltoarele rezlultate sunt numere naturale:

a) s.(-3)+ 2.(4)-(-3).a; d) [r.(+).(-4)-rs.s]:(l-t0);
b) 7.(-z)+a.(-s)+(-r).(-8).s; ey [2.(-rz)n(-3).(2e)]:(tz-ta);
o [t.1-+;-s.6]:[t-r).r +2.sf; O [tt.(-tz)-(+)"r+):(tt -22).

2. Stabiliti care dinhe urm[toarele rezultate sunt numere intregi:

,1 Z*J--2i d) 60,f1-1*1),*, 15,10 6, *, "" [, lo,ts),
61 

1 *l-1, "t 
qz.(1_g*lZ),-' 14' zl 6' " -' t 6 i+' zt)'

.y 1-1*!; n ,ot.(!*11-11.).' l0 5 2' -', --- (ls ts 2t)

3. Ordonafi crescltor, in fiecare caz, numerele urm[toare:

a) x=trr=3,67i2*l;r=3,(61). d) x= *r,Siy=-!tr=-f;, ,=-f.
q

t1 x=f,1y=4,32i z=4,(3)i t=4,56" e) x= -t,(2); y=-l,2i r*'!t r*-10,

c) x= 2,6)y=tr r=|;,=2,(63), 0 x= *tr=JT;r=*,,=2,(61).

4, Mlsurile ungfuiurilor unui triunghi sunt direct propodionale cu trei numere notuale
consccutivc, iar mtrsura oelui mai mare unghi este tiplul celui mai mic. Determinafi
mieurile unghiurilor riunghiului.

3. Calculali aria unui drcphmghi carc arc perimotul egal cu 160 cm, iar dimonsiunile
gale sunt direct propo4ionale cu 5, rcspeotiv 3.

5. Calculafivaloarcaraportului R= z-ry gtiindc[ r,7eR ut f -i

7, Raporttrl dintre vireta trt[lui gi v&nta frului clu este egal ou 5. Peste 6 ani, raporf,d
v6rstelor va fi ogal ou 3, Ce v6rst[ are acum tatll?
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t. Stabiliti care dintre urmltoarele numere sunt rafionale:

o=JB;

b=J288;

s=JlE;

d =Jfr;

" 
= J-2601;

f =Jffi.

D=./r2+Gs -Jios;

E =JSo*Js -r6E;
p=r/iffi99.

9. Stabilifi care dintre urmitoarele numere sunt rafionale:

A=J45 +Jn -Jtzs;
r =.6s -Ji8 -J8;
c =JE -Jn -Jw

10. Dali un exemplu de numlr rafional cuprins intre lE $i Jr.

11. Dati un exemplu de numlr rafional cuprins intre \6 $i \6.

12. Determinafi numerele lntregi a gi D pentu .rr. (Z * Jt)' = a + bJi.

13. Determinali numerele tntregi c ai dpentru .". (rk)' =, + dJl,

14. Ordonafi cresc[tor numerelop 9i g ln fiecere dintre urmltoarele cazuri:

.27
a) p=5 flr {=5;

s7
b) p=f ri e =i-;

c) p=S\6 il q=SJi;

15. Dac[ a<b, urrali c[ a< 
2o!5b .a.'7

16. Deteminafi numld fteofiilor care satisfac simultan condifiilc:

a) numtrrltorul oste un divizor natural al lui 14;

b) numitonrl elte un divizor netural al lui 104,

d) p=l si q=Ji;

. ,t ll
e) P=7 $ e=6i

f) p=1,(3) 9i q=#.
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17. Ar[tafi c[, in fiecare caz, expresiile date se pot scrie ca diferenla a doui pdtrate:

a) A = (2a + b)(2a - b)(4a2 + bz);

b) B = (x- y)(x+ yXx' + y')(xo + y\;
c) C= (az +a+1)(a2 -a+l)(az -I);
d) D= 1a3 -b211a'+b2y1a6 +b4y;
e) E =(a+b+c)(a-b+c);
0 F = a(a-Zb).

18. Descompuneli in factori urmitoarele expresii, fnend eventual cont de ipoteza
indicati in fiecare caz:

a) E(x)=x3 +x-2, E(1)=0'
b) E(x) =x' +3x2 +5x+3, E(-l)=0;

c) E(x) =2x3 +x'+x-1, t1!1=g,

d) E(.r) = xt + x' -2x-8, E(2)=g'
e) E(x)=r'+ 3x2 +x-5, existi aeZ ctE(a)=g'

D E(x)=x'-x'-2x*8, existi aeZ ctE(a)=9.

19. Prccizali care dinfie urm[toarele egahtnfi sunt adevlrate pentru orice x, y e IR :

a) x2 -4x+g =(x-2)' ;

b) x2 + 4x+9=(x+3)2;
c1 x2 -9yz =(x-3y)(x+3y);
d) x2 + 4y2 =(x+2y)2;
e) 4x2 - y' = (2x - y)(2x + y);

0 (x- 2Y)'=x'-4rY+4Y'.

20. Descompunefi in factori expresiile urmltoare:

a) A=aa -a;
b) B= x(a+b)-a-b;
c) C= ax2 -2a-a,,c3 +2ax;

d) D= a'-a'b'+2ab-2b3;
e) E= a'-2a'+2a-4;
D F =(2x-l)'z-9.
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21. Descompunefi in factori gi urm[toarele expresii:

a) E(x) = (, - l)2 - (x + 2)2;

b) E(.r, y) = (x -3y)' - (2x - y)' ;

c) F(r) =4x2 -l1x+9;
d) G(r) =9t2 +24t +16

e) I/(s)=3s2 -30s+75;
f) F(x, f) = 4x3 -8x2 Y + 4ry2 .

22. Determinafi numerele reale a in fiecare dintre urmitoarele cazuri:

$ l2a-51= I t;

b) 
12 

+ ol= 4;

Q a+la+ll=7;

23. Determinafi perechile (x,y)de numere reale penhr care .r + lyl = 2x -lyl4.

24. Determina{i numerele realex ln fiecare dinte cazurile urmltoare:

a) lrx-{=a;
b) l2r+tl=s;
c) x+ll-Il=3;

25. Demonstrafi c[ lx - 2l+ lr - 3l > L V.r e IR.

a) l2x-tl=s;
b) l2x+sl=lo-xl;
c) lx - zl+ lx -:l = l;

Q 2a-la-21=s;

e) c-lal+6=0;
f) 2a-lz-ol.

d1 lx+lt-rll=s;
.) lr-{+lx-+l=r;
D lzx-ol+lax-zl=a.

Q lz-lx-{l=t;
e) lx+lx-3ll=s;
D lr'-lr+zl+lz-xl=0.

26.DacL x,!, ze% veificilegalitatea W=22 +2+z(x-y),calculafi lr*yl.

27. Rezolvali in mulfimea numerelor reale urm[toarele ecuafii:

2t. Determina[i cel mai mic numir intreg z pentru care lzm-1.4.

29. Determinafi numirul numerelorintregi p pentru care lZp-31. 6.
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