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CAPITOLUL I. MULTIMI $SI ELEMENTE DE LOGICA
MATEMATICA
1.1. Multimea numerelor reale
Breviar teoretic
Formule de calcul prescurtat
O(aib)2 =a® +2ab+b*
o(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab? £ b°
&b =(a—b)(a+b)
o’ -p’= ( )( +ab+b2)
0a’ +b° —(a+b)(a —ab+b2)
(a b)( a"_2b+...+b"_l), VneN, nx1
0" +b" = (a+b)( a"—2b+...+b"_l), Vne2N+1
o(a+b+c)? =a* +b? +c* +2ab+2bc +2ac
od’+b+¢3 —3abc=(a+b+c)(a2 L P bh —ab—bc—ac) sau
Oa3+b3+c3—3abc=(a+b+c)%-((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2);
0a3+b3+c3—3abc=(a+b+c)((a+b+c)2—3(ab+bc+ac));

od’ +b +c% =(a+b+c) —3(a+b)b+c)c+a).

Modulul (sau valoarea absoluti a) unui numir real x

pentru orice expresie E(x), xe R.

le_ x, dadi x>0 |E( 1 E(x), daca E(x) 20
= D - E(x), daci E(x) <0’

Proprietiti ale modulului
] |x|20, VxeR;

* x=0x=0;

o [x|=]y] e x=1y;



E) ]x‘<c, c>0& xe(—cc);
o [x|>c, c>0& xe (—o—c)U(c=);

o [ =l <lx £ sl 41

o [x-y[=|x||;
o= —-m,y#();
y|
. min(a,b)=Lb_2-lf’—-_il si max(a,b):ﬁiw.

Partea intreagii a unui numir real x este cel mai mare numir intreg cel mult egal cu
numdrul x si se noteaza [x]. Partea fractionari a lui x: se noteaza {x} si {x}=x-[x].

Proprietati

o[x]=xexeZ;
o{x}=0exeZ;
o[m+x]=m+|[x], Vme Z;
o{m+x}={x}, Vme Z;
0x-—1<[x]$x<[x]+l;

° [x]+[x+l] ok ...+|:x+£:l:| =[nx], Vne N, n>2 (Hermite).
n n
Inegalitiiti remarcabile

e Dacid a-b >0, atunci %+222.
a

(x+y)2

® x-y< , Vx,ye R;

® x2+y2+z2 2xy+yz+zx ,Vx,y,ze R;

® 3-(ch+yx+zx)s(x+y+z)2 S3-(x2+y2+z2).

Inegalitatea mediilor
(adeviratd pentru numere strict pozitive)

min(a ) Smy Smy Sm, <m, < max(a; ), unde



my, = (media armonicd),

n

k=1%

n
mg = n}H a, (media geometricd),
k=1

n
2%

m, =*=L__ (media aritmetici),
n
&2
2.4

m, = = (media pétratica).

Inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwarz

2
n n
(aih + ayhy + ...+ ab,)? < (a2 +..+a,2) (B +...+b,°) @[Za,-b,) =y

i=1 i=1

Inegalitatea lui Minkovski

\/(x+y)2 +(a+b)2 <Vx? +d? +\/y2 +b?

Inegalitatea lui Cebisev

_—

b) 4 Sunt doud siruri la fel ordonate, atunci

n n
ag Zbk Sn-Z(ak 'bk),
k=1 k=1

b ) sunt doud siruri invers ordonate, atunci

Dac (), ,,

>~
il M=
U

iar daci (a; ),

—

n

ay ibk Zn-Z(ak by ).

k=1 k=1

M=

=
]
—

Inegalitatea lui Bernoulli

(1+a)r>l+ra, Va,reR, a=-1,r20

2 N2
a; -Zb,-
=
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Exercitii §i probleme de consolidare

Stabiliti care dintre urmétoarele rezultate sunt numere naturale:
a) 5-(-3)+2-(~4)-(-3)-4; d) [2+(-3)-(-4)-15-3]:(3-10);
b) 7:(-2)+3-(-5)+(-1)-(-8)-5; e) [7- (-12)+( —3)-(29)]:(12—18);
c) [3-(-4)-5-6]:[(-1)-3+2-5]; f) [11-(-12)-(-8)-14]:(17-22).
Stabiliti care dintre urmétoarele rezultate sunt numere intregi:
2 7T 5 b3 2
= e et b
RATRET L [3 1o+15)
C i e | s i)
b) —+—-= ==
)12¥2176 i (6 14+21)
Fos-3 o1 17 14 11
et 105+ = +——=|.
) 10752 Delere (35+15 21)
Ordonati crescétor, in fiecare caz, numerele urmétoare:
11 19 7 15 8
= y=3,67; z=—; t =3,(61). d) x==15 y=—= 22— t=~—,
a) x 3 . (61) ) X PR Ancer; 5
9 7 5
b) x=-2—; y=4,32; 2=4,(3); t =4,56. e) x==1,(2); y==1,2; z=—-5-; t=-z.
11 5
©) x=2,6,y=T5 2255 1=2,(63). f)x--—-,y =+/7; z=—,t—2,(61)
Misurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu trei numere naturale
consecutive, iar mésura celui mai mare unghi este triplul celui mai mic. Determinati
mésurile unghiurilor triunghiului.
Calculati aria unui dreptunghi care are perimetrul egal cu 160 cm, iar dimensiunile
sale sunt direct proportionale cu 5, respectiv 3.
4x+3y x 2
Calculati valoarea raportului R = stiindcd x,yeR §i ~=~—,
2x+y y y o

Raportul dintre vérsta tatilui si varsta fiului s#u este egal cu 5. Peste 6 ani, raportul
vérstelor va fi egal cu 3. Ce vArstd are acum tatil?



8. Stabiliti care dintre urmétoarele numere sunt rationale:

a=+729; d=961;
b=+/288; e=+/2601;
c=+147; f=+5184.

9. Stabiliti care dintre urmétoarele numere sunt rafionale:
A=+/45 +20 -\125; D =12 ++/48 -/108;
B=«/9_8—~/§—\/-8-; E=J-5_0+J§—J9_8;
C =75 27 -\12; F=\1+3+5+..+9.

10. Dati un exemplu de numdr rational cuprins intre 2 si N3,

11. Dati un exemplu de numir rational cuprins intre J5 §i V7.

‘ 2
12. Determinati numerele intregi a §i b pentru care (2 +43 ) =a+b3.

2
13. Determinati numerele intregi ¢ i d pentru care (3 2 J§] =c+dy/2.

14, Ordonati crescitor numerele p i ¢ in fiecare dintre urmétoarele cazuri:

2 7 s
= — §] = d = = 2;
W) p=38ig=g ) p=gsig V2
L i S A
b)p—-gsuz—“, e)p—6 L b
. WL
¢) p=3V5 §i g=5V3; f) p=1,03) si g=—.

13
2a+5b

15. Dactl a < b, aritati cl a< <b.

16. Determinati numarul fractiilor care satisfac simultan conditiile:

a) numiritorul este un divizor natural al lui 14;
b) numitorul este un divizor natural al lui 104,

1



17. Arétati cd, in fiecare caz, expresiile date se pot scrie ca diferenta a dou patrate:

a) A=(2a+b)(2a-b)(4a* +b*);

b) B=(x—y)(x+y)(x* +y")(x* +y*);
¢) C=(a’+a+1)a* -a+1)a*-1);
d) D=(a’ -b*)(@ +b*)(a® +b*);

e) E=(a+b+c)a-b+c);

f) F=a(a-2b).

18. Descompuneti in factori urmatoarele expresii, tindnd eventual cont de ipoteza
indicata in fiecare caz:

a) E(x)=x’+x-2, EQ)=0;
b) E(x)=x" +3x* +5x+3, E(-1)=0;

¢) E(x)=2x" +x* +x-1, E(—;:)=O;
d) E(x)=2+5* —2x-8, E(2)=0;

e) E(x)=x"+3x> +x-5, existi aeZ cuE(a)=0;
f) E(x)=x"-x"-2x+8, existdi aeZ cuE(a)=0.

19. Precizati care dintre urmatoarele egalitati sunt adevirate pentru orice x, ye R:
a) x° -4x+9=(x—2)2;
b) x* +4x+9=(x+3)%;
c) x* —9y” = (x=3y)(x +3y);
d) X +4y* =(x+2y)%;
€) 4x’ - y* = (2x~ y)(2x + y);
) (x-2y)* =x* —4xy +4y°.

20. Descompuneti in factori expresiile urmatoare:

a) A=a' -a;

b) B=x(a+b)—a-b;

¢) C=ax’ -2a-ax’ +2ax;
d) D=a’ -a*b* +2ab-2b°;
e) E=a’ -24* +2a—4;

f) F=Q2x—1)"-9.

12



21.

22,

230

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Descompuneti in factori i urmétoarele expresii:
) E(x)=(x=1* = (x+2)*;

b) E(x, y)=(x-3y)’ -(2x~y)’;

) F(x)=4x*-12x+9;

d) G(¢) =9¢* + 24t +16;

e) H(s)=3s*-30s+75;

) F(x, y)=4x" -8x’y +4xy’.

Determinati numerele reale a in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a) [2a-35|=11; d) 2a-|a-2|=5;

b) 2+a|=4; e) a~|a|+6=0;

¢) a+la+l|=7; f) 2a=[2-d|.

Determinati perechile (x,y)de numere reale pentru care x +|y|=2x—|y|=3.

Determinati numerele reale x in fiecare dintre cazurile urmitoare:

a) [3x-1/=8; d) [x+[1-x]|=5;
b) [2x+1|=5; e) |x—1|+|x-4|=3;
c) x+|l-x/=3; f) [2x—6|+|4x 2| =8.

Demonstrafi ¢ |x—2|+|x-3|21, VxeR.
Daci x, y, z € Z verifica egalitatea xy = z* +2 +z(x - y), calculati |x + y|.

Rezolvati in mul{imea numerelor reale urmétoarele ecuatii:

a) [2x-1|=5; d) [2-|x-3| =1,
b) |2x+3|=|6—x|; e) |x+|x—-3||=5;
©) |x—2|+|x-3|=3; f) [x? - 3x+2|+[2- 5 =0.

Determinati cel mai mic numir intreg m pentru care |2m—1| < 4.

Determinati numarul numerelor intregi p pentru care |2 p- 3| <6.
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